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在本节的讨论中, 记号 “lim’’ 没有标明自变量的变化过程. 下面
的定理对于 x→ x0 及 x→∞ 都是成立的.
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定理 1
两个无穷小量之和仍是无穷小.

∀ ϵ
2 > 0,∃δ1 > 0,当0< |x−x0| < δ1, |α| < ϵ

2 ;

∀ ϵ
2 > 0,∃δ2 > 0,当0< |x−x0| < δ2, |β| < ϵ

2 ;

δ=min{δ1,δ2},当0< |x−x0| < δ, |α+β| ≤ |α|+ |β| < ϵ;

推论 1
有限个无穷小之和也是无穷小.
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例

求 lim
n→∞

(
1
n2 + 2

n2 +·· ·+ n
n2

)

解

lim
n→∞

(
1
n2 + 2

n2 +·· ·+ n
n2

)
= lim

n→∞
1+2+·· ·+n

n2

= lim
n→∞

n(n+1)
2n2 = 1

2
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定理 2
有界函数与无穷小的乘积是无穷小.

设函数 f (x) 在 x0 的某一邻域 Ů(x0,δ1) 内有界.
∃M > 0,∀x ∈ Ů(x0,δ1), |f (x)| <M;

任意给定 ϵ> 0, 取 ϵ1 = ϵ
M ,∃δ2 > 0,∀x ∈ Ů(x0,δ2), |g(x)| < ϵ

M ;

取 δ=min{δ1,δ2}, ∀x ∈ Ů(x0,δ), |f (x) ·g(x)| < ϵ
M ·M = ϵ.
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例

求 lim
x→∞

sin3x
x
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推论 1
常数与无穷小的乘积是无穷小.

推论 2
有限个无穷小的乘积是无穷小.
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定理 3
如果 lim f (x)=A, lim f (x)=B, 则

(1) lim[f (x)±g(x)]= lim f (x)± limg(x)=A±B;

(2) lim[f (x) ·g(x)]= lim f (x) · limg(x)=A ·B;

(3) 若又有 B ̸= 0,
lim

f (x)
g(x)

= lim f (x)
limg(x)

= A
B

.
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证明.
证明 (2).
因为 lim f (x)=A, limg(x)=B, 故 f (x)=A+α, g(x)=B+β, 其中 α, β 为无
穷小.

f (x) ·g(x)= (
A+α

) · (B+β)=A ·B+Aβ+αB+α ·β︸ ︷︷ ︸
γ

结合定理 1、推论 1, γ 为无穷小. 因此

lim[f (x) ·g(x)]= lim f (x) · limg(x)=A+B.
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推论 1
如果 lim f (x) 存在, c 为常数, 则

lim[cf (x)]= c lim f (x).

推论 2
如果 lim f (x) 存在, n ∈N+,

lim[f (x)]n = [lim f (x)]n
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定理 4 (数列极限的四则运算法则)
设有数列 {xn} 和 {yn}. 如果 lim

n→∞xn =A, lim
n→∞yn =B, 则

(1) lim
n→∞[xn ±yn]=A±B;

(2) lim[xn ·yn]=A ·B;

(3) 若又有 yn ̸= 0(n= 1,2, . . . ) 且 B ̸= 0,

lim
xn

yn
= A

B
.
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定理 5
如果 ψ(x)≥ϕ(x), 且有 limψ(x)=A, limϕ(x)=A, 则 A≥B.

极限四则运算 (1) 结合极限的保号性.
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多项式极限

设有 n 次多项式

f (x)= a0xn +a1xn−1 +·· ·+an (a0 ̸= 0).

由极限四则运算及推论

lim
x→x0

f (x)= lim
x→x0

(
a0xn +a1xn−1 +·· ·+an

)
= lim

x→x0
a0xn + lim

x→x0
a1xn−1 +·· ·+ lim

x→x0
an

= a0( lim
x→x0

x)n +a1( lim
x→x0

x)n−1 +·· ·+an

= a0xn
0 +a1xn−1

0 +·· ·+an = f (x0).
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例

求极限 lim
x→1

(x2 −2x+2).

解

lim
x→1

(x2 −2x+2)= 12 −2 ·1+2= 1.
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例

求极限 lim
x→2

x3+x−7
2x−1 .

解 因为 lim
x→2

(x3 +x−7)= 23 +2−7= 3,
lim
x→2

(2x−1)= 2 ·2−1= 3 ̸= 0. 故

lim
x→2

x3 +x−7
2x−1

=
lim
x→2

(x3 +x−7)

lim
x→2

(2x−1)
= 3

3
= 1.
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随堂练习

求极限

(1) lim
x→1

x−1
x2+2x−3

(2) lim
x→2

2x+1
x−2

(3) lim
x→∞

x3−2x+1
2x3+1
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随堂练习

求极限

(1) lim
x→1

x−1
x2+2x−3= lim

x→1
1

x+3 = 1
4

(2) lim
x→2

x−2
2x+1 = 0=⇒ lim

x→2
2x+1
x−2 =∞

(3) lim
x→∞

x3−2x+1
2x3+1 = lim

x→∞
1− 2

x2 + 1
x3

2+ 1
x3

= 1
2
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例

求 lim
x→∞

x3−2x+1
2x2+1

解 因为

lim
x→∞

2x2 +1
x3 −2x+1

= lim
x→∞

2
x + 1

x3

1− 2
x2 + 1

x3

= 0
1
= 0,

故

lim
x→∞

x3 −2x+1
2x2 +1

=∞.
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例

求 lim
x→∞

x2−2x+1
2x3+1

解

lim
x→∞

x2 −2x+1
2x3 +1

= 0.
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当 x→∞ 时, 多项式分式函数的极限

设 a0 ̸= 0 且 b0 ̸= 0, m 和 n 为非负整数

lim
x→∞

a0xm +a1xm−1 +·· ·+am

b0xn +b1xn−1 +·· ·+bn
=


0, n>m,
a0

b0
, n=m,

∞, n<m.
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定理 6 (复合函数的极限运算准则)
设函数 y= f [g(x)] 是由函数 u= g(x) 与函数 y= f (u) 复合而成,
f [g(x)] 在点 x0 的某去心邻域内有定义, 若 lim

x→x0
g(x)= u0,

lim
u→u0

f (u)=A, 且存在 δ0 > 0, 当 x ∈ Ů(x0,δ0) 时有 g(x) ̸= u0, 则

lim
x→x0

f [g(x)]= lim
u→u0

f (u)=A.

lim
x→x0

f [g(x)]= lim
u:=g(x)→u0

(x→x0)

f (u);

lim
x→2

1
4x2 = 1 且 lim

u→1
lnu= 0 =⇒ lim

x→2
ln

(
1
4x2

)
= 0.
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证明.
由 lim

u→u0
f (u)=A 知 ∀ϵ> 0, ∃δ̄> 0, ∀u ∈ Ů(u0, δ̄), 有

|f (u)−A| < ϵ.

接下来只要证明 ∃δ> 0, ∀x ∈ Ů(x0,δ), 有 g(x) ∈ Ů(u0, δ̄).

因为 lim
x→x0

g(x)= u0, 故 ∃δ> 0, 使得 ∀x ∈ Ů(x0,δ), 有

|g(x)−u0| < δ̄.

又因为当 x ∈ Ů(x0,δ0) 时, g(x) ̸= u0. 故取 δ=min{δ0,δ}, 此时
∀x ∈ Ů(x0,δ), 有

0< |g(x)−u0| < δ̄,

即 g(x) ∈ Ů(u0, δ̄).
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因为 lim

x→x0
g(x)= u0, 故 ∃δ> 0, 使得 ∀x ∈ Ů(x0,δ), 有
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∀x ∈ Ů(x0,δ), 有

0< |g(x)−u0| < δ̄,

即 g(x) ∈ Ů(u0, δ̄).
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作业

教材习题 1-5: 1(1)(3)(7)(8)(9)(14); 2(3); 3(1); 5.
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